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摘  要 

    本研究主要目的是探討高三學生在矩陣之運算和平面幾何變換的錯誤類型及讓學生

犯錯的原因。 

    本研究採用紙筆測驗和面談相互配合的方式進行。紙筆測驗收集學生犯錯的情形和原

因，進行統計分析，面談採非結構性的面談計畫，了解學生對矩陣的想法和其應用時作答

的順序概念，以便分析其概念發展層次並探討錯誤類型。 

    本研究的主要發現： 

一、 受測學生在矩陣單元的基本概念和應用運算錯誤類型分析： 

（1） 矩陣的基本運算 

1. 對矩陣的定義模糊不清。 

2. 矩陣加減法運算的計算錯誤。 

3. 矩陣乘法的運算法則錯誤。 

4. 誤以為矩陣乘法都具有交換律。 

5. 誤以為矩陣方程式都具有消去律。 

6. 誤以為所有矩陣均有反矩陣。 

7. 誤以為矩陣的實係數積運算和行列式的實係數積運算相同。 

（2） 矩陣的應用 

1. 和日常生活的經驗結合，利用表格呈現，矩陣行列的混亂。 

2. 求矩陣冪次方時的運算錯誤。 

3. 機率矩陣、轉移矩陣的應用錯誤。 

4. 高斯消去法的計算錯誤。 

5. 二階矩陣所代表的平面變換：平移、鏡射、旋轉、伸縮、推移，變換後之圖       

   形和方程式的錯誤。 
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一一一一、、、、緒論緒論緒論緒論    

    矩陣一詞最早於西元 1851 年由英國數學家席爾維斯特(James Joseph Sylvester,西元

1814~1897)使用，他曾使用矩陣來描述一些數作為長方形狀的有序排列，但不使用行列式

這個名詞來表示長方形排列。在西元 1858 年由英國數學家凱利(Arthur Cayley,西元

1821~1895)做有系統介紹矩陣理論及其相關性質。 

    傳說大約在三千多年前夏禹治水時，在洛水裡出現一隻大烏龜，龜背上刻有奇特的圖

案，如圖（一）所示，人們將它取名為「洛書」，如果把這圖案上一條條直線上的圓點數

目記下來，便得到正方形排列如表（一）所示。這個正方形排列有一個奇特的特質，就是

每一行、每一列及兩條對角線上的三個數字之和都是 15，這就是著名的三階魔方陣，有稱

作「九宮」，可視為矩陣的實例。 

    矩陣除在數學上被廣泛應用外，亦可應用在物理有關電流分布，商業或經濟有關生產

與消費的輸入輸出模式及有關機率問題的馬可夫鏈(Markov chain)等。 

    目前國內外對於學生在矩陣概念學習的研究較少，因此本研究以解釋高中生對矩陣概

念學習錯誤類型，並進一步明白學生概念錯誤的原因，提供個人及教師日後改善教學及補

救教學的參考。 

    矩陣為高中學生學習的一個新的概念，根據康熙圖書版高中數學乙本上冊第一章，我

們來分析一下矩陣的教材地位，如下頁【圖 1-1】所示： 
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           圖（一）                         表（一）  
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【圖 1-1】矩陣的教材地位 

 



二、錯誤類型及原因之相關研究 
    錯誤概念的產生，可能源自於學生日常生活中經驗的自我學習，也可能來自於學生對

老師傳統機械式教學，所獲概念的不清不楚(呂溪木，1983)。教師若想確實幫助學生學習，

就得先找出犯錯的原因，錯誤是學習的重要資源，教師讓學生知道自己所犯的錯誤，真正

了解那是錯的，而不是因為老師說那是錯的，學生就承認是錯的，這種過程在學習理論上

叫做認知衝突。教師了解學生常犯哪些錯誤後，才有機會造成學生學習時的認知衝突，學

理證明，經歷認知衝突後的學習比較有效果且穩固。 

    錯誤在數學中和正確的答案一樣重要，有些時候更是有過之而無不及，錯誤幫助了數

學的發展，錯誤幫助我們了解數學的來龍去脈，錯誤可做為診斷工具，讓教師了解學生心

裡可能的想法，其錯誤並非漫無目的發生，而是有其理由的(Schwarzenberger，1984)。 

一、錯誤類型： 

Mayer(1985)將學生解題的錯誤分成三類： 

1. 遺漏的錯誤(Omission error)：乃是因對命題不能完整回憶的結果。 

2. 細節的錯誤(Specification error)：是指在陳述句中，一個變數轉換到另一個變數的能

力不足所致。 

3. 轉換的錯誤(Conversion error)：即無法將關係句的型式轉換為陳述句的型式。 

Mayer指出，此三類錯誤中，以轉換的錯誤最為嚴重。原因是很多學生對關係的回憶，

缺乏表徵的語言知識所導致。 

Marshall(1983)將學生的解題錯誤分成五大類： 

1. 處理語言訊息錯誤(Errors In Processing Language Information) 

2. 解釋空間訊息錯誤(Errors In Interpreting Spatial Information) 

3. 選擇適當步驟的錯誤(Errors In Selecting Appropriate Procedures) 

4. 概念連結的錯誤(Errors In Making Concept Association) 

5. 應用不相干的規則和訊息(Errors In Using Irrelevant Rules Or Information) 

二、錯誤原因： 

以色列數學家(Movshoitz-Hadar,Inbar & Zaslavsky,1987)分析大學聯考的資料，將錯誤原

因分為六類(簡稱MIZ模式)： 

1. 誤用資料(Misused Data)：作答時使用資料與原有資料不符。如:看錯題目、變數搞

混、圖形資料不合等等。 

2. 誤釋語文(Misinterpreted Language)：原文整理後轉譯到數學語言時所產生的錯誤。

如:列錯方程式、圖形表達出錯等等。 

3. 不合邏輯的推理(Logically Invalid Inference)：推理過程產生錯誤。如:使用不對的先

備知識作為解題的基礎。 

4. 歪曲的定理或定義(Distorted Theorem Or Definition)：指已知的定理或定義其中的原

則被曲解了。如: 利用乘法交換律求矩陣方程式等等。 

5. 未驗算的答案(Unverified Solution)：所求出的答案合乎列式，但卻不符合題目中的

情境。 

6. 技術上的錯誤(Technical Error)：指計算上的錯誤。 



三、 研究設計與架構 
    本研究主要目的是探討高三學生在矩陣之運算和平面幾何變換的錯誤類型及讓學生

犯錯的原因，以達到學生更有效率的學習。本研究採用紙筆測驗和面談相互配合的方式進

行。紙筆測驗收集學生犯錯的情形和原因，進行統計分析，面談採非結構性的面談計畫，

了解學生對矩陣的想法和其應用時作答的順序概念，以便分析其概念發展層次並探討錯誤

類型。研究流程和研究架構如【圖 3-1】。 

    本研究是以某國立高中高三學生抽取 A、B、C、D四個班級，該校為常態編班，其中

A、B為自然組，C、D為社會組，共 175位學生，樣本資料如下【表 3-1】；因為是常態的 

編班，所以樣本包含全校數學學習成就高、中、低三種成就的學生，期盼能呈現出全部高

三學生對矩陣的學習狀況。 

    針對自然組和社會組學生各抽取數位學生實施個別晤談，在晤談過程中詳細詢問其解

題的歷程和其對矩陣概念的學習情形，以了解不同能力學生的錯誤概念來源之差異。 

班級 A B C D 總人數 

43 41 45 46 175 

男 女 男 女 男 女 男 女 男 女 

參加紙筆測

驗的總人數 

34 9 31 10 7 38 11 35 83 92 

【表 3-1】樣本基本資料 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【圖 3-1】研究流程和研究架構 
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四、研究結果與討論 
    因為學生的錯誤可能發生在吸取知識和建構知識的任何環節，並且他們會內化成屬於

自己獨一無二的知識，此知識就更具有非一般性和個別化，所以每一種錯誤的產生都應該

具有多重因素(郭丁熒，1992)。學生表現在試卷上相同的錯誤答案，並不見得是相同的錯

誤原因；而對於訪談後，學生說明的相同錯誤原因，也不一定呈現出相同的錯誤答案或式

子，或者表現在不同類型的題目中，導致一種系統性的錯誤概念。本小節利用非結構性的

面談記錄對照施測卷中的解題過程，更深入探討學生造成錯誤的因素和思路歷程。 

    本小節根據測驗中學生的作答方式做統整，找出較具有代表性的錯誤，找其學生來加

以面談了解，更詳細分析學生的解題技巧、想法並發現其錯誤的思維及造成錯誤的原因。

綜合所有資料，將錯誤一一分析探討，並且呈現出來。 

    將結果依照矩陣的概念發展及運算過程到如何應用，整理如下表： 

概念分類 題號 錯誤人次 錯誤比率％ 

一、矩陣的意義與概念 二、1 65 37％ 

二、矩陣的加法與係數積運算 一、1,6 54 15％ 

三、矩陣乘法的意義與性質 一、3  二、10 60 17％ 

四、乘法反矩陣和其相關性質 一、2,4,5 二、2,11 227 26％ 

五、轉移矩陣的應用 一、7  二、3 70 42％ 

六、二階方陣所對應的平面變換 

一、8,9,10 

二、4,5,6,7,8,,9,12 

632 36％ 

【表 4-4】矩陣概念錯誤人次、錯誤比率表 

二、 矩陣的意義與概念部份： 

學生對於矩陣的定義停留在第三冊的高斯消去法，且對矩陣和行列式容易

混淆，有不少學生往往忽略基本定義，不清楚主題要表達的意思，所以在日常生

活中的實例運用就變得不知如何下手，常常還是用自己熟悉的方式作答，故此部

分題目的錯誤還是有偏高的現象，錯誤比率為 37％。 

三、矩陣的加法與係數積運算性質： 

這種類型的題目錯誤比率最低，為 15％，學生普遍認為這樣的運算規則很

自然，和實數系符合，犯錯的原因大部分都是個人的計算錯誤。這幾年學生的計

算能力似乎有越來越差的趨勢，需再多觀察留意。 

四、矩陣乘法的意義與性質： 

對於矩陣的乘法規則，學生常常將對應的元直接相乘，此種錯誤在詢問學

生時，學生直覺這樣應該是對的。關於乘法不一定具交換律和消去律的規則，學



生也覺得彆扭，所以在計算方程式或乘法公式時，實數系的解題經驗會干擾而導

致錯誤產生。此部分的題型錯誤比率為 17％，顯示學生大部份可以記住乘法的

運算規則。 

五、乘法反矩陣和其相關性質： 

有些學生對於反矩陣的定義模糊，清楚定義的學生也常常因為其計算繁瑣

而放棄或者計算錯誤。反矩陣的存在性之充要條件學生也一知半解，大部分都是

沒有記清楚定義和規則。關於矩陣的冪次方，高中的課程還未提到對角化的名

詞，但是題目會以引導的方式讓學生逐步完成對角化，進而算矩陣的 n 次方，學

生對於 ∞→n 時的矩陣較難掌握。另一種題型是利用反矩陣求未知矩陣，學生一

樣比較習慣用假設方式去解聯立方程式，利用反矩陣的觀念要再加強。此部分相

關題型的錯誤比率為 26％，表示學生深入矩陣的特殊運算時，稍感困難。 

六、轉移矩陣的應用 

高中課程對於轉移矩陣、機率矩陣、馬可夫鏈等相關概念並無深入探討，

此部分題型也只在自然組有稍微提到，學生僅憑例題去感覺此種矩陣的應用，所

以常常在碰上問題時，無從下手，又因題目的敘述攏長，學生缺乏耐心而空白率

頗高，或者勉強湊出混亂的轉移矩陣。較有程度的學生能列出完整的轉移矩陣，

但是在求穩定狀態時，概念模糊，這方面仍有待加強。此部分錯誤比率高達 42

％，顯示自然組學生對於矩陣在機率問題的應用方面，仍須再多加強。 

七、二階方陣所對應的平面變換 

此類型題目錯誤比例頗高，主要因素是對平面變換的認知不足，先備知識

不夠等等。分成下列幾項分析： 

（1）鏡射變換：此類題目學生容易誤以為是投影變換，在作圖或計算時，以投

影的想法作答。 

（2）伸縮變換：學生常常在代數變換時，直接乘以伸縮倍數導致錯誤，進而推

出錯誤的變換矩陣。 

（3）推移變換：此種平面變換，學生最不能掌握，對定義不清楚，常常誤判為

平移，或者在水平推移和鉛直推移上容易混亂，作圖的時候大

部分無法描出正確的推移圖形。 

（4）旋轉變換：錯誤原因有三角函數的先備知識不足，導致無法正確作答；在

旋轉圖形和轉軸上易顛倒；無法熟記旋轉矩陣等等。 

此類型的錯誤比率為 36％，顯示學生在平面變換的理解、應用方面要在多

補強，可多多利用實際的作圖和畫圖來讓學生更明白。 

    研究者對於高三矩陣單元的錯誤類型研究，經過資料的分析探討還有和學生、資深老

師做交流，但因為此課程屬於高三選修課程，學生在面臨大考之際，常常忽略此單元在日

後生活上或者經濟、工程、物理等等方面的實際用途，這方面的學習錯誤態度也能讓日後

研究者在教學上有所改進。 



五、結論與建議 
結論結論結論結論    

一、 受測學生在矩陣單元的基本概念和應用運算錯誤類型分析： 

（3） 矩陣的基本運算 

8. 對矩陣的定義模糊不清。 

9. 矩陣加減法運算的計算錯誤。 

10. 矩陣乘法的運算法則錯誤。 

11. 誤以為矩陣乘法都具有交換律。 

12. 誤以為矩陣方程式都具有消去律。 

13. 誤以為所有矩陣均有反矩陣。 

14. 誤以為矩陣的實係數積和行列式的實係數積相同。 

（4） 矩陣的應用 

6. 和日常生活的經驗結合，利用表格呈現，矩陣行列的混亂。 

7. 求矩陣冪次方的對角化錯誤。 

8. 機率矩陣、轉移矩陣的應用錯誤。 

9. 高斯消去法的計算錯誤。 

10. 二階矩陣所代表的平面變換：平移、鏡射、旋轉、伸縮、推移，變換後之圖

形和方程式的錯誤。 

二、 在「矩陣概念與應用測驗」的受測結果與面談的資料分析出學生的學習困難

為下列各項： 

（1） 先備知識的不足無法接收新的概念。 

（2） 矩陣運算、反矩陣的計算過程繁雜，產生困難。 

（3） 對於運算規則和實數系的不同產生困惑。 

（4） 對於矩陣的冪次方需可對角化無法理解。 

（5） 將矩陣應用於機率問題，列出轉移矩陣的困難、求穩定狀態的觀念不足。 

（6） 將二階矩陣應用於平面變換的觀念不足，如旋轉矩陣、推移矩陣、伸縮矩陣

較明顯有學習困難。 

（7） 無法仔細閱讀圖形來和代數符號連結並推得矩陣。 

（8） 邏輯推理訓練太少，無法將題目做仔細的思考。 

三、 針對高三社會組和自然組對於矩陣單元的學習狀況之差異做出分析如下： 

（1） 在基本的矩陣運算和概念上，兩類組的學生並無學習上的差異，僅僅在計算

錯誤方面，自然組的學生較容易犯錯。 

（2） 矩陣應用方面的試題自然組的學生明顯較能觸類旁通。 

建議建議建議建議    

    根據本研究對於高三學生矩陣運算與應用的錯誤類型分析探討，研究者提出矩陣運算

與應用的教學以及後續研究方向的相關建議如下： 

一、矩陣運算與應用的教學建議： 

（1） 在正式進入矩陣單元的教學之前，學生對於行列式與高斯消去法解方程式、機



率、平面座標系、直線方程式、圓錐曲線、基本三角函數等等相關先備知識，務

求完整純熟，否則對於矩陣之基本運算還有應用均會造成學習困難。 

（2） 對於矩陣的基本運算中，與實數系法則不相同的地方要加以強調，並且解釋清

楚，多舉反例說明。如矩陣乘法、反矩陣的運算等等，學生強記常常不知所以然，

面對題目時計算忘東忘西，導致無法正確被應用。 

（3） 讓學生明白矩陣對於解決數學問題有多方面的貢獻，像機率問題，在機率矩陣、

轉移矩陣的概念要多多說明，學生不僅能列出轉移矩陣，對於求穩定性還有發展

趨勢亦能讓學生產生興趣。 

（4） 在二階矩陣所代表的平面變換教學中，要多多利用作圖說明，並將平移、鏡射、

旋轉、推移、伸縮五種變換的概念說明清楚，讓學生能夠感覺出變換的意義，再

解釋如何利用圖形推得變換的矩陣，進而得到變換後之新方程式。 

（5） 在觀察學生作答情形與面談的過程中，發現學生常常在面對不熟悉的問題時，採

取放棄或者胡亂作答的態度，不願意花心思和時間多加研究，對於其感覺熟悉的

問題又容易計算錯誤，因此在評量時，應多考量學生的心態，題型要多變化，題

目力求簡單清楚，文字不要太過攏長，數字不要太繁瑣。 

二、對未來相關研究的建議： 

（1） 本研究是針對高三學生在矩陣單元的運算與基本應用做錯誤類型的探討，對於其

在機率的推廣與平面變換的運動和保值等等更加深入的部份，可以作為未來研究

的主題。 

（2） 本研究是針對彰化地區某國立高中三年級的學生做研究，學生程度參差不齊，在

研究對象上無法做周嚴性的考量，所以無法做全面性的推論，研究結果因地區性

還有學生組別和程度等因素而有所不同，有待進一步研究探討。 

（3） 本研究忽略學生的學習成就、學習動機、學習態度、先備知識、是否參與課後輔

導、教師的教學方法等等，其是否會影響學生對於本單元的學習狀況、測驗成效，

尚待進一步研究分析。 

（4） 本研究尚可追蹤對於日後學生學習相關課程是否有影響，產生之錯誤類型是否阻

礙日後的學習等等，未來可以作為研究主題進一步探討。 
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附錄附錄附錄附錄：：：：正式施測試題正式施測試題正式施測試題正式施測試題     ㄧ、是非題（對的答○，錯的答×，並將錯誤理由寫出或作訂正）： 【 】1.A、B、C 表示矩陣，設 3A＋4B＝5C，則 B＝        AC
4

3

4

5
− 。 理由:                                                             【 】2.設 A 為三階方陣、O為零矩陣，且 A≠O，則 A        必有反矩陣。 理由：                                                         【 】3.設 AC、BC 都有意義，則 AC＋BC＝（A＋B）C         ＝C（A＋B）。 理由：                                                             【 】4.若 BA 








=









00

01

00

01 ，且 A、B 皆為        二階方陣，則 A＝B。 理由：                                                              【 】5.設 A、B 為 n 階方陣、O為零矩陣，若 AB＝O，則推論 A＝O或 B＝O。 理由：                                                           【 】6.已知
















−

−

=

042

111

103

A 、
















−

−=

303

412

131

B ， tt
BA + ＝

( )t
BA + 。 理由：                                                           【 】7.轉移矩陣是一定會收斂的， 








=

01

10
B 。 理由：                                                           【 】8.在平面的伸縮變換下，直線仍變成直線，橢圓        仍只變成橢圓。 理由：                                                           【 】9.若 






 −
=

θθ

θθ

cossin

sincos
A 且        IA =
2 ，則 IA = 。 理由：                                                           【 】10.稱 ( ) ( )yyxyx ,2, +→ 為〝推移〞的線性變換？說明你對推移的感覺。 理由：                                          二、演算題： 1.右圖是台北、台中、馬公、高雄、花蓮五地之間的航線圖，圖中的兩地之間的數字代表有幾家航空公司飛航於兩地之間，試用表格表示右列航線圖，並寫出它所對應的矩陣。     

 2.設









+−−

+−−
=

qpqp

qpqp

2

222
A 、









=

11

12
B ，

Rqp ∈, ，試回答下列各問題：（1）求 1−
B ＝？（2）求 ABB

1− ＝？（3）求 nA ＝？           3.某地區有甲、乙、丙三家奶粉供應商，根據調查顯示：甲公司每年保留 60   ％的顧客，而轉向乙公司與丙公司訂購的顧客各占 20％；乙公司每年保留 40％的顧客，而轉向甲公司與丙公司訂購的顧客占 40％與 20％；丙公司每年保留 20％的顧客，而轉向甲公司與乙公司訂購的顧客占 60％與 20％。若目前甲、乙、丙三家公司的市場占有率分別為 20％、20％、60％，且顧客總人數不變。  （1）試問三個觀察期之後，這三家公司的預計市場        占有率分別為多少？  （2）已知奶粉供應市場會趨於穩定，試問其穩定狀       態為何？       4.座標方格紙上有一房屋圖案，如圖所示。將此圖案沿 x 軸推移 y 座標的
2

1 倍，試畫出新圖案。 
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                                   x 5.在座標平面中，將橢圓 1
49

22

=+
yx 對直線

0=− yx 作鏡射，試畫出新圖形、寫出變換所對應的矩陣並求出方程式。 
6.在座標平面中，將圓 122 =+ yx 沿水平方向伸張2 倍，鉛垂方向壓縮

2

1 倍，試畫出新圖形、寫出變換所對應的矩陣並求出方程式。 
7.在座標平面中，將雙曲線 422 =− yx 沿 y 軸推移 x 軸座標的 3 倍，試畫出新圖形、寫出變換所對應的矩陣並求出方程式。  
  8. )0,0(O 、 )2,4(−A ，若 ABC∆ 是正三角形，利用旋轉矩陣求 B 點座標。  
  9.正方形 PQRS 中， )0,0(P 、 )1,0(Q ，將 PQRS 經一系列的變換後逐  步的映至 SRQP ′′′′ ，其中經過

L、M、N 三個變換，將 P 映至 1P ， 1P 映至 2P ， 2P映至 P′，其餘的頂點類推，以下圖表示每個變換的過程： 

  （1）試分別寫出 L 與 M 兩變換的矩陣表示。 （2）設 L、M、N 三個變換的合成，試求 ( )yx,T 。       10.設 A 為 4 階方陣， )det(A 表示 A 所對應的行列式值，若 )3det( A ＝ )det(Ak ⋅ ，則 k ＝？ 
 

 11.
















−

−

−

=

315

112

231

A
、

















=

1

0

1

B ，且 BAX = ，     則 X ＝？ 
 

 

 （   ）12.若矩陣 






 −
=

θθ

θθ

cossin

sincos
A ，則下 列哪一個正確？ ① 1−A 不存在 ② 

1−A ＝ A  ③ 1−A ＝－ A  ④ 1−A＝ tA  ⑤ IAA =+ −1 。 
 

                
                
                
                
                
                
                
                

                
                
                
                
                
                
                
                

                
                
                
                
                
                
                
                

                
                
                
                
                
                
                
                


