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摘要 

 
    在工業程序控制上，大部分的控制器都是使用PID控制器。PID控制器之所以會被

廣泛應用在工業系統上，主要原因是因為結構簡單，容易了解、設計與實現，因此 PID

控制器參數的求解就是目前主要研究課題之一。 

    因為PID控制參數之調整會相互影響干擾，因此要得到設定點的追蹤與抗干擾能力

強的雙重目標並不容易，適當調整控制器參數為極具挑戰性之任務，因此本論文擴展PID

控制器之功能，將整數階 PID 控制，另加入非整數積分次方項( )λ 與非整數微分次方項

( )δ ，而形成分數階PID控制器(Fractional Order Controller)。在分數階PID控制器中較整

數PID控制器多兩個變數，可藉由變數微調整，進而減少參數相互干擾的現象與更適合

受控廠所需之控制指標。但為了減少參數相互干擾問題，卻帶來參數設定不易的困境，

因此本論文中，採取數值分析-利用單形法概念(Nelder and Mead Simplex Search Method；

NM法)與粒子群最佳化演算法(Particle Swarm Optimization；PSO法)…等人工智慧，來

解決參數最佳化的問題。本文利用倒單擺系統作為控制標的，設計分數階PID控制器，

經由參數的最佳化，其系統動態模擬結果，顯示本論文所提方法，可較傳統方法得到更

優越之控制性能。 
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一、前言 

控制系統的基礎是源自於控制理論，控制理論的發展，目前分成三個階段。第一階

段從二十世紀初開始，以古典回授控制理論(Feedback Control)為發展目標，其中有Bode、

Nichols、Nyquist等人作了重大貢獻，使該階段更加成熟。而本文所探討的 PID 

(Proportional-Integral-Derivative)控制器，在該階段中，1922年的Minorsky提出PID控制

器的構想，而1936 年Callender 等人的論文中提出整數階PID 控制器的架構原型。到了

60年代，經由線性代數引進到控制理論當中，控制領域進入了第二階段，以狀態空間(State 

Space)表示的現代控制理論，如極點配置法(Pole Placement Design)、線性二次調節器

(Linear Quadratic Regulator，LQR)皆屬於該階段。經過電腦科技的發展，幫助了控制

理論的快速計算而進入第三階段，以有許多學者們陸續提出具有需要大量計算能力的人

工智慧或是搜尋最佳化的相關理論。如：模糊邏輯(Fuzzy Logic)、類神經網路(Artificial 

Neural Network)、基因演算法(Genetic Algorithms)、粒子群最佳化(Particle Swarm 

Optimization)等。同時間 1991 年法國科學家Oustaloup 提出以分數階強健性來研究分

數階控制器，提出CRONE (commande robuste d'ordre nonentier)非整數階強健控制策略。

分數階PID控制器由 I.Podlubny所提出其架構為PI Dλ δ，因此多了兩個可調整參數進而

提升控制器性能。 

 而本文中的目的，就是利用上述之整數階/分數階 PID 控制器、粒子群最佳化的控

制方法，來針對倒單擺系統(Inverted Pendulum System)進行控制，達到倒單擺穩定的效果。 

 

二、模型建立與系統數學模型推導 

2.1模型建立與系統參數 

 
圖2-1台車與桿系統示意圖 

 車與桿之倒單擺系統如圖2-1所示，此單擺為一個沿著支點旋轉並且無致動器的連

桿，其連桿為一個質量均勻分布的物體，因此重心集中於連桿中心處。將其連桿以支架

90



分數階 PID 控制器應用於倒單擺系統 

裝設置台車上，台車具有致動器，可在一維的軌跡路徑上移動。台車與連桿系統中，所

表示各項物理參數定義如表2-1所示。 
 
 

表2-1台車與桿系統物理參數 

 
 
 
 
 

2.2系統數學模型推導 

     

                                    

圖2-2 倒單擺自由體圖 台車自由落體示意圖 連桿自由落體向量分析 

假設控制力 僅能使台車往水平移動，因此可由圖2-2 中利用牛頓第二運動定理可

整理出 
                                          

假設系統中忽略摩擦係數，再由圖2-2 ，分析水平向量 ，可得 
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2
2

2 ( sin ) cos sinθ θ θ θ θ= + = + − p p p p
dN m x l m x m l m l
dt

        (1.2)  

將(1.2) 式代入(1.1) ，可得 

2( cos sin )p p p cF m x m l m l m xθ θ θ θ− + − =                                   (1.3)  

再將(1.3)式分項整理，可得 

2( ) ( cos sin )p c p pm m x m l m l Fθ θ θ θ+ + − =                     (1.4)   

再由圖1-2 ( )b ，分析於垂直向量P ，可得 
2

2
2 ( cos ) sin cosp p p p

dm g P m l l m l m l
dt

θ θ θ θ θ− = − = +           (1.5)  

因連桿在不平衡時，造成連桿傾斜具有旋轉特性，此時的轉動慣量分析，可得 

21( sin cos )
3pP N l J mlθ θ θ θ− = =                                         (1.6)  

因為水平向量N 與垂直向量P 為系統中的反作用力，因此在運動方程式中，必須消去，

所以將(1.2) 與(1.5)代入(1.6) ，可得 

2 21 sin cos
3p p p p pJ m l m gl m l m lxθ θ θ θ θ= = − −                         (1.7)  

整理(1.7)式，可得 

24 sin cos 0
3 p p pm l m gl m lxθ θ θ− + =                                    (1.8)  

所以我們利用牛頓力學推導出車與連桿系統的非線性動態方程式如下： 

2( ) ( cos sin )p c p pm m x m l m l Fθ θ θ θ+ + − =              (1.9)  

24 sin cos 0
3 p p pm l m gl m lxθ θ θ− + =              (1.10)  

2-3 系統動態非線性方程式之線性化 

  前面所推導出之系統動態方程式，因方程式中具有非線性項，對於所要探討的控制

器設計較不易分析，因此將上節中的非線性方程式進行線性化，對於控制的選擇性可以

加大，亦可改變成狀態空間的方式。 

 倒單擺系統其目的為直立不傾倒，其穩定點僅只有在 0θ = °，所以當系統接近穩定

點時， 0θ ≅ °，作近似分析，因此sin 0θ ≅ 、cos 1θ ≅ 以及 2 0θ = ° 。因此可將(1.9) 式

與(1.10) 式的非線性動態方程式轉變成線性動態方程式： 

( )c p pm m x m l Fθ+ + =                   (1.11)  
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24 0 
3 p p pm l m gl m lxθ θ− + =                                              (1.12)  

將(1.11) 代入(1.12) ，可整理得到 
3 ( ) 3

(4 ) 4
c p

c p c p

g m m F
l m m m l m l
θ

θ
+

= −
+ +

                   (1.13)  

將(1.12) 代入(1.11) ，可整理得到 
4 3

4 4c p c p

F mgx
m m m m

θ
= −

+ +
                   (1.14)  

定義狀態變數為 1x x= ， 2x x= ， 3x θ= ， 4x θ= ，則系統之狀態方程式為 

1 1

2 2

3 3

4 4

0 1 0 0 0
3 40 0 0

4 4

0 0 0 1 0
3( ) 3

0 0 0 (4 )(4 )

p

c p c p

c p

c pc p

m gx x
m m m mx x

F
x x

m m gx x
m m lm m l

   
   −          + +     = +              + −      

++     









        (1.15)  

1

2

3

4

1 0 0 0
0 0 1 0

x
x

y
x
x

 
    =     
 
 

               (1.16)  

 (1.13) ~(1.16) 式將在控制系統模擬中作為系統模型，探討傳統 PID 控制器及分數

階PID控制器對於倒單擺系統之控制性能。 

 

三、粒子群演算法最佳化求解 

    粒子群最佳化演算法(Particle Swarm Optimization；PSO 法)，文獻中最早是由

Eberhart 與Kennedy 從觀察鳥類飛行與魚類覓食中的族群習慣，此演算法利用一種模

擬大自然群體智慧的原理來找尋問題中最短路徑，進行找尋問題空間中最佳化的解答，，

由於PSO演算法不像基因演算法一般，需要進行交配突變來改變所調整的參數，因此相

較於基因演算法，PSO能更快的收斂於最佳解。 

    PSO演算法開始執行時，族群中的每個粒子，於搜尋空間中隨機產生個別所代表目

標函數的一個隨機解，然後以世代搜尋目標函數中最佳解，在每一次世代演化過程中，

粒子藉由追蹤兩個最佳化值，不斷更新自己的搜尋速度與對應的位置，所更新的方式，

為Eberhart 與Kennedy 最初所提出，搜尋示意圖為圖3.1，其更新公式，如下 
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1

1 2() ( ) () ( )j j j j
id id id id gd idv v c rand p x c rand p x−= + × × − + × × −        

1j j j
id id idx x v t+ = + t ∆              

 
 
 

圖3.1 搜尋示意圖 
   粒子群演算法的流程，如下所示： 
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隨機產生n個粒子
的位置與速度

計算粒子   的目標
函數的適應值   

i

if

i ipf f>

開始

將gbest替換粒子現在       
ip if f=的位置，       

i gf f>

將gbest替換粒子現在       
g if f=的位置，       

更新速度與位置

i n小於族群總數

maxj j=

reg
error errorf f≤

或

        停止運算
  輸出 gf 與 gbest

結束

1j j= +

1i i= +

是

是

否

否

否
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( )
sin ( )

2

m cp cp cg cg

d

cg cp

A I I
K

λ λ

λ δ λ δ

ω ω
δπ ω ω+ +

−
=

−

四、分數階 PID控制器參數設計 

分數階PID控制器的一般形式為PI Dλ δ 控制器，控制器本身包含原本整數階 

控制器中的三變數( pK 、 iK 、 )dK ，在此增加一個積分階次λ與微分階數δ ，來微調控

制器性能，使其更加圓滑，於頻率響應中所對應到的波德圖大小增益值，所衰減的幅度

為 20 dB decλ− ，與一般整數一階積分器的 20 dB dec− ，有所不同。如圖4.1所示 

 

圖4.1 頻率響應大小圖 

依據頻率響應增益邊際與相位邊際之定義，先假設 ( )pG s 為簡單二階系統當作受控系

統，可推導出分數階PID控制器方程式，如下： 

1 1

2 2

3

3

( - )( - ) sin -sin
22

sin sin
2 2

( - )( - ) sin -sin
22 

sin sin
2 2

sin -
2

 -

sin
2

m

P cp cg

m

m

cp cg

m

m
cp

cg

m
m

K a a
A

a a
A

a
a

AA

λ α λ α

λ β λ β

λ
λ

δ α πα δ π φ
ω ω

δπ δπ

δ β πβ δ π φ
ω ω

δπ δπ

δπ φ ω
ω

δπ

+ +

+ +

 
 
 = +

 
 
 + +

 
 
 +

              

( )
sin ( )

2

cp cg m cg cp cp cg

i

cg cp

A I I
K

λ λ δ δ

λ δ λ δ

ω ω ω ω
λπ ω ω+ +

−
=

−
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上述中的方程式，有五個變數，因此在決定參述過程中較不易找尋到全域最佳解，

因此利用PSO演算法，可以找出方程式中適應值為最小值，同時也為特性方程式的最佳

解，因此分數階PID控制器參數即可快速的搜尋完成。 

    利用演算法求得控制器參數為目前常用的方法之一，但是需要注意所求得參數值是

否為全域最佳化的解，因此在演算法中，我們加入積分誤差指標來增加解空間的嚴謹性。 

 

五、倒單擺系統模擬 

將單擺系統與一般頻率響應法所設計的 PID 控制器作閉迴路步階響應，得到圖 5.1

中頻率響應法設計控制器之步階響應圖，可看出系統逐漸發散，形成不穩定系統，因此

頻率響應法不足以應付不穩定系統。因此本文中，即加入PSO演算法尋優分數階PID控

制器，來控制極不穩定系統。 

 

圖5.1頻率響應法設計控制器之步階響應圖 

    首先必須先建立分數/整數階PID控制器的方塊圖，並且將分數階函數建立於方塊圖

中以便進行分數階控制器模擬。如Simulink 分數階PID方塊圖建立所示。 

 
圖5.2 Simulink 分數階PID方塊圖建立 
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 再利用 Simulink 建構動態模型，並且將單擺物理參數代入其中，完成動態系統模型，

如圖5-3所示。 

�
5-

3 
 �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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利用 PSO 設計分數階 PID 控制器步驟，將積分次方項與微分次方項範圍設定在           

0 1λ≤ ≤ 、0 1δ≤ ≤ ，進行搜尋，可得如下控制器。 

= − − − 0.68

_ _ 0.5

855.23
838.75 784.94PID PSO FractionalG s

s
 

其PSO演算法，最適應解收斂狀況，如圖5-4所示。分數階PID控制器動態模擬中，於

6 秒處加入大小為初始訊號
1

5
的干擾，來鑑別控制器抗干擾的能力是否優越，圖 5-5 為

初始角度10度之分數階PID控制器動態系統模擬圖。 

 

圖5-4 PSO適應解收斂圖 

 
圖5-5初始角度10度之分數階PID控制器動態系統模擬圖 

加入干擾 
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圖5-6初始角度10度之單擺直立狀態圖 

 
圖5-7抗干擾狀態圖 

    上述圖中，可發現利用 PSO 法所設定之分數階 PID 控制器，相較於文獻與 NM 最

佳化演算法中更快速的收斂至穩定。可知本文所提出之分數階控制器之方式，具有高度

優越性。 

 

六、結論 

 本文以倒單擺系統為受控廠標的，設計分數階PID控制器，並利用粒子群最佳化演

算法(PSO 法)與文獻中數值分析-單形法概念(NM 法)相比較，來尋找最佳化控制器參數

( pK 、 iK 、 dK 、λ、δ )，並以軟體建模、模擬整數/分數階PID控制器對於導單擺系統

進行比較，得到如下結論，分數階PID控制器具有五個維度空間，相較於整數階PID控

制器僅有三個維度空間更具有調整彈性，使閉迴路系統更快滿足控制目標，為了求解五

個變數，先整理出閉迴路系統特性方程式，再透過粒子群演算法計算最小適應解，來滿
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足系統要求。由模擬中顯示，以分數階 PID 控制器+PSO 演算法，為低階控制器且最有

效率的設計組合。 
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